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SUR LA THEORIE DU R E N O U V E L L E M E N T  
POUR LES GROUPES NON ABFLIENS 

A. BRUNELtETD. REVUZ t 

ABSTRACT 

Assuming that their laws are spread-out, we extend the renewal theorem to 
transient random walks on several classes of non-abelian groups. 

Depuis les t ravaux de Kesten  et Spitzer [9], d 'Ornstein [12] et de Port et 

Stone [13] la th6orie du renouvel lement  pour les groupes ab61iens Iocalement  

compacts  est bien connue,  on pourra  en t rouver  un expos6 dans [14]. Plusieurs 

tentatives ont 6t6 faites pour 6tendre ces r6sultats aux groupes non ab61iens; 

c 'es t  ainsi que Derriennic et Guivarc 'h  [4] ont trait6 le cas des groupes non 

moyennables  tandis que Guivarc 'h  et Keane  [7] traitaient celui des groupes 

nilpotents ~ g6n6ration compacte .  

Nous voulons ici donner un autre jeu d 'hypoth~ses  permet tant  d 'at teindre 

des r6sultats semblables.  Nous  ne consid~rerons que des lois 6tal6es afin 

d'utiliser les techniques de [3] (dont cet article est toutefois ind6pendant) mais 

nous at teindrons des classes de groupes plus larges que celle de [7] par  exemple  

les groupes de Lie de type rigide. Cet article contient donc les r6sultats 

annonc6s dans [15]. 

1. Hypotheses et notations 

Dans toute la suite nous 6tudierons un groupe G Iocalement  compac t  

m6trisable et non compact  et une probabil i t6/z sur la tribu bor61ienne de G. On 

appellera /z ~ les puissances de convolut ion de /z. 

La  marche  al6atoire gauche X de Ioi p. est la chaine de Markov d 'espace  

d '6tat  G dont la probabilit6 de transition est 6gale ~ P ( x , . ) = / z  *ex. On a 

6videmment  P, (x, .) -- ~ "  * ex. On considere aussi la marche duale X" dont  la loi 

/2 est l ' image de /z par l 'application x---~x -I 

Nous  ferons les hypotheses  suivantes: 
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i) Le groupe G est unimodulaire;  on appellera m une mesure  de Haar  fix6e 

une lois pour toute. 

ii) Le groupe G est engendr6 par le support  de /z. 

iii) La marche X est transiente,  en d 'autres  termes la mesure  G = Eo/x n est 

une mesure de Radon et l ' ensemble  de mesures  {G * ex, x ~ G} est vaguement  

relat ivement compact .  

iv) La probabil i t6/z est 6tal6e, c 'es t  ~ dire qu'il existe un entier n tel que tx n 

ne soit pas 6trang6re h une mesure  de Haar  de G. 

Avec ces hypothbses  il est montr6 dans [14] (ch. 5) la 

PROPOStT[ON 1 . 1 . - - I I  existe une [onct ion p cont inue et bornde et une mesure  

born~e v telles que G = p.m.  + v. 

On appellera A l e  point ~ l'infini du groupe dans la compactif ication 

d 'Alexandroff .  

On appellera o-~ et 7o les op6rateurs de translation b. gauche et h droite dans G 

correspondant  h l'616ment a E G. Pour une fonct ion/"  on a 

tr~f(x) = f ( a x ) ,  %f (x )  = f ( x a  ). 

La probabilit6 de transition est invariante par les translations ~ droite (TaP = 

Pr , )  comme il est faci lement v6rifi6. 

Nous ferons enfin l 'hypoth~se suivante: 

Toutes  les fonct ions  harmoniques  born~es sont  cons tantes  p o u r  X aussi  bien 

que p o u r  la marche  duale Y(. 

On rappelle qu 'une fonction bor61ienne f e s t  harmonique si pour tout x, 

s = Py(x) = f f (yx)~(dy) .  

Ceci est ie contenu du th6or6me de Choquet  et Deny dans le cas des groupes 

ab61iens. Les  r6sultats de [1], [21 et [6] prouvent  que notre jeu d 'hypoth6ses  est 

encore v6rifi6 pour de larges classes de groupes non ab61iens contenant  les 

groupes de Lie connexes  de type rigide. 

2. Propositions preparatoires 

Darts ce paragraphe nous d~montrons les r~sultats 

d6monstrat ion de la section suivante. 

n6cessaires fi la 
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PROPOSmON 2.1. L'ensemble des mesures {ex * G * er, x, y E G} est vague- 

ment relativement compact. 

D~.MONSTRATION. Soit K un compact  quelconque de G. D'apr/~s la Prop. !. 1. 

o n  a 

(ex * G * e y ) ( K )  = ~" 1 K ( x u y ) p ( u ) m ( d u ) +  f l r ( x u y ) u ( d u )  

<--lip [1" re (K)+ Hv II 

ce qui d6montre le r6sultat. 

Dans toute la suite C,( sera l 'espace des fonctions continues b. support 

compact.  On peut transposer h notre situation les r6sultats classiques suivants 

(cf. [141). 

THI~ORIkME 2.2. Toutes les valeurs d'adh~rence de I'ensemble {G *ex, x E 

G} sont des multiples de m. 

D~MONSTRATION. Soit {x. } une suite d'616ments du groupe convergeant  vers le 

point h l'infini A et teUe que les measures G * ex. aie une limite vague v. Comme 

G * ex~ = e~. + Ix * G * ex. on voit facilement que 

v = /.t * v.  

I1 r6sulte d'autre part de la proposition pr6c6dente que l 'ensemble {ey * v, y 

G} est vaguement relativement compact.  Si ~b E CK, la fonction 

h(y)  = f ~b(y-'x) v (dx) 

est donc uniform6ment continue ~ gauche, born6e et /2-harmonique.  Elle est 

donc constante et il en r6sulte que u est une mesure de Haar. 

Dans toute la suite f sera une fonction arbitraire de C,(, 

COROLLAIRE 2.3. Pour tout compact  H de G on a 

lim Gf ( ax ) - G f  ( a ) = 0 
a ~ A  

uniform~ment pour x ~ H. 
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DI~MONSTRATION. Quelle que soit la suite convergeant  vers A on peut en. 

extraire une suite {aN } telle que les mesures G(a~, .) convergent  vers un multiple 

c.m. de la mesure de Haar;  on a doric 

lim Gf(a~  ) -  G f ( a , )  = c ( ( m  * ex, f ) - ( r e , f ) )  = 0, 
a .  ~ A  

ce qui d6montre rexis tence  de la limite. 

De plus Gf  6taut uniform6ment continue h droite pour tout x on peut t rouver 

un voisinage Vx tel que pour h E Vx et tout k E G on ait 

G f ( k x  ) - G f ( k h  )l < e/2. 

D'apr~s la premiere partle, il existe un compact  Hx tel que pour k ~ Hx on ait 

I Gf (kx  ) - G f (k  ) I < e l l  

Pour h E Vx et k ~ H x  o n a d o n c  

[ G f ( k h ) -  Gf (k ) [  < e, 

et la propri6t6 de BoreI-Lebesgue permet facilement de conclure. 

PROPOSmON 2.4. Pour  f @ C~ on a 

lim G f ( x a  ) - G f ( a  ) = 0 
U ~ A  

uni formdment  pour  x E K quelque soit le c o m p a c t  K.  

Soit ~ un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de DI~MONSTRAT1ON. 

A et posons 

L (x) -- lira G f ( x a  ). 

a ~ A  

De la relation P, G f ( x a  ) - G f ( x a  ) = Eg -~ Pkf(xa ) il r6sulte que 
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lim (P, G f ( x a  ) - G f ( x a  )) = O .  
a ~ A  

Sin  est assez grand, on peut 6crire/~" = g.m +/3,. avec g ~ ~ ' ( m )  et ron  a 

PoGf(xa)-fGf(yxa)g.(y)m(ay) <-_ 1[/3. II [IGfll, 

Soit tO un repr6sentant bor61ien de la limite de G f ( x a )  suivant 0// dans 

cr(L ~, L '); on a donc 

e t  

L ( x )  - f q,(yx)g, (y)  m(dy)  

I L ( x ) -  P.~(x)[ < 2B 1[/3. II. 

[/3. II [Iafll 

I1 en r6sulte que L = lim, Pb~b donc que L e s t  constante, ce qui entraine que 

lima~a G[ (xa)  - (3[ (a) = 0, donc lima ~a G f ( x a  ) - G f (a  ) = O. 

II reste/~ montrer que cette convergence est uniforme lorsque x d6crit un 

compact.  Pour cela nous utilisons une g6n6ralisation du th6or~me d 'Egoroff  

dfie/l Mokobodsky et expos6e dans [14] (ch. I) suivant laquelle on peut trouver 

un ensemble compact  F de mesure arbitrairement grande sur lequel la 

convergence est uniforme; pour tout e > 0 ii existe donc un compact  K tel que 

pour x @ F  e t a  @ K " ,  

[ G f ( x a  ) - G[(a  )l < e. 

Ceci entraine que pour x ~ F e t a  E F K  c 

] O f ( a ) -  Gf(x- 'a)]  < ~, 

ce qui entra ine/ l  son tour que pour x E F, y ~ F, a ~ F - ' F K  c, 

[ G f ( y a ) -  Gf(x - ' ya ) l  < e. 

En combinant la premi6re et la troisi6me in6galit6 on obtient que pour 

x ,y  E F  e t a  E F  ' F K  c n K " = K  c on a 

] G f ( x - ' y a ) - G f ( a ) l  <2e .  
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La  convergence  est uniforme pour  x E F - ' F  mais cet ensemble  contient  un 

voisinage de I'unit6 et le r6sultat s 'en  d6duit faci lement .  

3. Resultats principaux 

Dans ce qui suit nous nous servirons uniquement  du corollaire 2.3. et de la 

proposit ion 2.4. Tout  ensemble  d 'hypoth~ses  permet tant  d 'obteni r  ces r6sultats 

m6nerait  donc aux m~mes conclusions que les n6tres. On remarquera  que 

I 'uniformit6 du corollaire 2.3. n 'est  pas n6cessaire dans la d6monstrat ion du 

lemme 3.1. La d6monstrat ion de ce lemme rappelle des d6monstrat ions de 

Herz  [8] et Ornstein [12]. 

LEMMA 3.1. Soit  f E CK et s = l im~a  Gf(x  ) alors pour  tout  e > 0, il existe 

un voisinage V de A tel que pour  tout  x E V on ait ou bien G f ( x )  > s - e  ou bien 

G f ( x - ' )  > s - e .  

DI~MONSTRATION. Supposons  le r6sultat faux; i l  existe donc une  > 0  tel que 

pour tout voisinage V de A on ait des points x dans V tels que 

(1) G[(x)  < s - e et G[(x - ' )  < s - e. 

Nous allons construire par r6currence une suite a~ = e, a e,"" ", a , , .  �9 �9 de points 

de G ayant  la propri6t6 suivante: quel que soit x 

l K s ( x ) . G f ( x a , ) < s - e / 2  si i ~ j  

en appelant  Ki le support  de la fonction Zaf (on rappelle que za;f(x) = f(xai)) .  

Comme t_J?=~ Ki est un ensemble  compac t  il r6sulte de la Prop. 2.4. qu'il 

existe un voisinage V, de A tel que pour z E V, on aie 

(2) supx~o,~ ,,,, I G f ( x z ) -  Of  ( z ) l < ~ /2 . 

Soit d 'autre  part  un a ,  i =< n, fix& il existe de la m6me faqon un voisinage V, ~ 

de A tel que pour  z ~ V i z e t g ~ K l o n a i t  

I O f ( ~ z - ' a , ) -  Of(z - ' a , ) [  < ~/4; 

mais comme xz  ~ K~ si et seulement  s i x  appart ient  au support  de zzf, soit 

Supp ~'zf, ceci 6quivaut, en remplaqant  ~ par xz, 
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supx~soop,j l G f ( x  ai ) - G f ( z - '  a, ) ] < e /4. 

Par ailleurs d 'apr6s  le Cor.  2.3, il existe un vois inage Q~ C V2 tel que pour  

z E I5"~ on ait 

I G f ( z - ' ) -  G f ( z - ' a , ) [  < el4.  

I! en r6sulte que pour  z ~ V2 = A Q~, on a pour  1 - i =< n, 

(3) SUpx~so~j  l G f ( z  ' ) -  G f ( x  a, ) I < e /2. 

Maintenant  d 'apr6s  notre hypo th6se  (1) il existe dans V, fq V2 un point  z tel 

que 

G f ( z )  < s - e et G[(z  -~) < s - e.  

Appe lons  a . . ,  ce point  z particulier.  D 'apr6s  (2) on a alors 

sup~o~=,K, G f  (xa,,+~) > s - e l2;  

d 'apr6s  (3) on a pour  x ~ S u p p r . . . , f  et pour  i =< 1 = n 

G f ( x  a,)  < s - ~ /2 .  

Le point  a,+, satisfait  donc  aux condi t ions  d6sir6es. I! est d ' au t re  part  clair 

q u ' o n  peut  supposer  ies K~ disjoints.  

Posons  H = U L I  K~ et soit xo un point  tel que 

G[(xo a~) > s - e /4  

pour  i = 1,2,.  �9 �9 n ; un tel point  existe fo rc6ment  d 'apr6s  le Cor. 2.3. Appe lons  

0, la restr ic t ion de la mesure  Pn(xo, .)  ~ K~ et soit k un indice i tel que liP, II soit 

min imum;  on a fo rc6men t  I[Ok ]l --< 1/n. On a alors 

s - e  /4 < Gf(xo ak ) = PnG(r , J ) ( xo )  

_-< (s-~/2)(1 -[Ip~ 11) + [I Gf II Ilp~ II, 
ce qui en t ra ine  

e /4  < (II G f  II-s + e /2) /n  
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et comme n est arbitraire nous avons  une contradiction. La d6monstrat ion est 

compl6te.  

THEORI~ME 3.2. L'ensemble {G*ex, x E G} a toujours la mesure nulle 

comme valeur d' adh~rence. II a au plus une autre valeur d' adh~rence qui est un 

multiple de la mesure de Haar. 

Dt~MONSTRATION. Qu'il y ait la mesure nulle comme valeur d 'adh6rence est 

bien connu. D'autre  part s i f  E CK, comme 

lim G( f )=  - lim G ( - f )  

on volt d 'apr6s le lemme pr6c6dent que pour tout e > 0 il existe un voisinage V 

de A tel que pour x E V on ait 

ou bien 

G f ( x ) > l i m G f -  e et Gf(x ' ) < l i m G f + e ,  

G f ( x ) < l i m G f  +e et Gf(x ' ) > l i m G f - e .  

Or l 'un au moins des deux nombres  lim Gf et lim Gf est nul et le r6sultat 

d6coule alors du Th. 2.2. 

REMARQUE 3.3. On constate  qu 'on a le r6sultat suivant classique pour les 

groupes ab61iens: limx~a Gf(x )Gf ( - x )  = 0. Ce r6sultat est 6galement vrai pour 

tous tes groupes d6nombrables;  la d6monstrat ion de [16] s '6tend en effet de 

mani6re 6vidente et ne suppose pas le Th6or6me de Choquet  et Deny. On peut  

se demander  si ce r6sultat n 'est  pas vrai de mani~re tout/~ fait g6n6rale. 

Comme d 'habi tude nous poserons:  

DI~FINITION 3.4. La  marche  X est dite de type I si la mesure  nulle est la 

seule valeur d 'adhgrence,  elle est dite de type II dans le cas contraire.  

Dans le cas des groupes ab61iens on sait que les seuls groupes susceptibles de 

porter  des marches de type I I  sont les groupes de la forme R ( ~ K  ou Z(~K oO K 

est un groupe compact .  Dans le cas g6n6ral il semble vraisemblable que les 

seuls groupes susceptibles de porter  une marche de type II sont les extensions 

par R ou Z d'un groupe compact .  
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II n'est pas possible de chercher  h montrer  ce r6sultat puisque le domaine de 

validit6 du Th6or~me de Choquet-Deny n'est pas connu. Nous allons nous 

contenter  ci-dessous de donner quelques classes de groupe pour lesquelles le 

r6sultat est valable. Dans toute la suite la locution "toutes les marches"  

signifiera toutes les marches de loi ~ 6tal6e et satisfaisant au th6or~me de 

Choquet-Deny.  Nous aurons besoin de la proposition suivante qui se d6montre 

exactement  comme la proposition 5.4.1. de [14]. 

PROPOSITION 3.5. Si G contient un sous-groupe ouvert I t  compactement  

engendrd et non compact,  tel que G/H soit infini il n 'exis te  pas de marches de 

type II sur G. 

Nous allons appliquer ceci pour montrer  bri~vement comment  on peut  

re t rouver  le r6sultat de Guivarc 'h  et Keane [7] h ceci pros que nous supposons 

/~ 6tal6e. 

On suppose que G est nilpotent et h g6n6ration compacte.  On appelle K(G) le 

sous-groupe compact  des 616ments compacts de G c'est  un sous groupe 

distingu6 de G et d'apr/~s [10] et [ l l ]  le groupe G/K(G) est un groupe de Lie 

g6n6ration compacte sans torsion, on a alors 

THI~ORI~ME 3.6. Toutes les marches sur G sont de type I saul  si G/K(G) est 

isomorphe fi R ou ~ Z. 

DI~MONSTRATION. Observons d 'abord que le r6sultat est vrai pour G s'il l 'est 

pour G/K(G). En effet si or est l 'application canonique G ~ G/K(G) on pose 

/2 = t r ( ~ )  et s i f  est une fonction sur G/K(G) on pose f = f o o - .  On v6rifie 

facilement que 

* = * , ' , 7 )  

d'oO il r6sulte avec des notations 6videntes, que pour x E G/K(G) 

( G  * ,,.,, f )  = * D ,  

et le r6sultat en d6coule alors facilement. 

Posons alors pour simplifier G' = G/K(G) et soit G~ sa composante  connexe 

de l'unit6. Deux cas se pr6sentent. Si G~ est r6duit ~ {e}, le groupe est discret, on 

peut faire jouer au centre de G '  le r61e de H dans la Proposition 3.5. et donc 
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toutes les marches sont de type I saul si G' est isomorphe ft Z. Si G~ est un sous 

groupe ouvert ,  G'/G~, est infini, et dans ce cas la Proposition 3.5. permet  de 

conclure, ou G'/G~ est reduit ~t e. Si le point h I'infini de Go admet une base de 

voisinages connexes le Th6or~me 3.2. entraine que toutes les marches sont de 

type I; pour qu'il y ait une marche de type II il faut donc que G~, et donc G', soit 

isomorphe ~ R .  

Ce dernier argument de connexitg permet de donner un rgsultat analogue 

recouvrant  partiellement le pr6c6dent. D'apr~s les travaux d 'Azencot t  [1] et leur 

g6n6ralisation dans [2] le th6or&me de Choquet-Deny est valable pour les lois 

6tal6es sur les groupes de type (T) ayant la propri6t6 de points fixes. Ces 

groupes sont ainsi caractgris6s: si Go est la composante  connexe de radical S il 

faut que G/G0 et Go/S soient compacts  et qu'il existe un sous groupe compact  K 

tel que G/K soit un groupe de Lie ayant un nomDre fini de composantes 

connexes et tel que si A est l'alg~bre de Lie de son radical, pour tout X de A, 

ad~X n'a que des valeurs propres imaginaires pures. Ces groupes sont 

unimodulaires, on peut donc leur appliquer les r6sultats pr6c6dents. Par les 

m6mes m6thodes de r6duction que pr6c6demment on montrera le 

THI~ORI~ME 3.7. Si G est un groupe de type (T) ayant la propri~t~ de point 

fixe, il ne porte des marches dtaldes de type II que s'il est isomorphe 

l'extension par R d 'un groupe compact. 

On voit par exemple que sur les groupes des d6placements du plan ou de 

l 'espace, il n'existe que des marches de type I. 

Note sur ~preuves. Depuis la rSdaction de cet article il a 8t6 montr6 par 

Mme. L. Elie qu'il existait des marches al6atoires sur le groupe resoluble de 

dimension 2 pour lesquelles il existait dans le renouvellement  des limites non 

nulles qui ne sont pas des mesures de Haar. 
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