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SUR LA THEORIE DU RENOUVELLEMENT
POUR LES GROUPES NON ABFLIENS

A. BRUNEL'erD. REVUZ'

ABSTRACT

Assuming that their laws are spread-out, we extend the renewal theorem to
transient random walks on several classes of non-abelian groups.

Depuis les travaux de Kesten et Spitzer [9], d’Ornstein [12] et de Port et
Stone [13] la théorie du renouvellement pour les groupes abéliens localement
compacts est bien connue, on pourra en trouver un exposé dans [14]. Plusieurs
tentatives ont été faites pour étendre ces résultats aux groupes non abéliens;
c’est ainsi que Derriennic et Guivarc’h [4] ont traité le cas des groupes non
moyennables tandis que Guivarc’h et Keane [7] traitaient celui des groupes
nilpotents a génération compacte.

Nous voulons ici donner un autre jeu d’hypothéses permettant d’atteindre
des résultats semblables. Nous ne considérerons que des lois étalées afin
d’utiliser les techniques de [3] (dont cet article est toutefois indépendant) mais
nous atteindrons des classes de groupes plus larges que celle de (7] par exemple
les groupes de Lie de type rigide. Cet article contient donc les résultats
annoncés dans [15].

1. Hypotheses et notations

Dans toute la suite nous étudierons un groupe G localement compact
métrisable et non compact et une probabilité x sur la tribu borélienne de G. On
appellera p" les puissances de convolution de u.

La marche aléatoire gauche X de loi p est la chaine de Markov d’espace
d’état G dont la probabilité de transition est égale & P(x,.)=pu *&. On a
évidemment P,(x,.) = " * &.. On considere aussi la marche duale X dont la loi
[ est I'image de p par I'application x —>x .

Nous ferons les hypothéses suivantes:
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i) Le groupe G est unimodulaire; on appellera m une mesure de Haar fixée
une fois pour toute.

ii) Le groupe G est engendré par le support de u.

iii) La marche X est transiente, en d’autres termes la mesure G = 25 " est
une mesure de Radon et ’ensemble de mesures {G * ¢,,x € G} est vaguement
relativement compact.

iv) La probabilité u est étalée, c’est a dire qu’il existe un entier n tel que "
ne soit pas étrangere 4 une mesure de Haar de G.

Avec ces hypothéses il est montré dans [14] (ch. 5) la

ProrosiTion 1.1.— Il existe une fonction p continue et bornée et une mesure
bornée v telles que G = p.m.+v.

On appellera A le point & Pinfini du groupe dans la compactification
d’Alexandroft.

On appellera o, et 7, les opérateurs de translation a gauche et a droite dans G
correspondant a I'élément a € G. Pour une fonction f on a

o.f(x) = flax), 1.f(x) = f(xa).

La probabilité de transition est invariante par les translations a droite (7,P =
Pr,) comme il est facilement vérifié.

Nous ferons enfin I'’hypothése suivante:
Toutes les fonctions harmoniques bornées sont constantes pour X aussi bien
que pour la marche duale X.

On rappelle qu'une fonction borélienne f est harmonique si pour tout x,

f(x) = Pf(x) = f flyx) u(dy).

Ceci est le contenu du théoréme de Choquet et Deny dans le cas des groupes
abéliens. Les résultats de [1], [2] et [6] prouvent que notre jeu d’hypotheéses est
encore vérifié pour de larges classes de groupes non abéliens contenant les
groupes de Lie connexes de type rigide.

2. Propositions preparatoires

Dans ce paragraphe nous démontrons les résultats nécessaires a la
démonstration de la section suivante.
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ProrosiTioN 2.1.  L’ensemble des mesures {e. *G *¢,, X,y € G} est vague-

ment relativement compact.

DEMONSTRATION.  Soit K un compact quelconque de G. D’aprés la Prop. 1. 1.
on a

umc*axxraﬁxuuwpwnmmn+fuuwﬁww>
=lpll- mEK)+|»|

ce qui démontre le résultat.

Dans toute la suite Cx sera I’espace des fonctions continues a support
compact. On peut transposer a notre situation les résultats classiques suivants
(cf. [14]).

THEOREME 2.2. Toutes les valeurs d’adhérence de I’ensemble {G *¢,,x €
G} sont des multiples de m.

DEMONSTRATION. Soit {x, } une suite d’éléments du groupe convergeant vers le
point a I'infini A et telle que les measures G * ¢, aie une limite vague v. Comme
G *¢,, = €., + u*G *g,, on voit facilement que

V=0ky,

Il résulte d’autre part de la proposition précédente que I’ensembile {e, *v,y €
G} est vaguement relativement compact. Si ¢ € Ck, la fonction

b= [ 0w @)
est donc uniformément continue a gauche, bornée et i -harmonique. Elle est
donc constante et il en résulte que » est une mesure de Haar.

Dans toute la suite f sera une fonction arbitraire de Ck.

CoroLLAIRE 2.3. Pour tout compact H de G on a
lim Gf(ax)— Gf(a)=0
a—sA

uniformément pour x € H.
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DeMONSTRATION.  Quelle que soit la suite convergeant vers A on peut en
extraire une suite {a, } telle que les mesures G(a.,.) convergent vers un multiple
c.m. de la mesure de Haar; on a donc

lim Gf(a.x) — Gf(a.) = c((m * &, f)~(m,f) =0,

an—4A

ce qui démontre I'existence de la limite.
De plus Gf étant uniformément continue a droite pour tout x on peut trouver
un voisinage V, tel que pour h € V, et tout k €G on ait
|Gf(kx)— Gf(kh)| < €/2.
D’aprés la premiére partie, il existe un compact H, tel que pour k & H, on ait
|Gf(kx) — Gf(k)| < €/2.
Pour h € V, et k& H, on a donc
| Gf(kh)— Gf(k)| <&,

et la propriété de Borel-Lebesgue permet facilement de conclure.

ProrosiTiON 2.4. Pour f € C, on a

lim Gf(xa)— Gf(a)=0

A
uniformément pour x € K quelque soit le compact K.

DEMONSTRATION.  Soit U un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de
A et posons

L(x)= li’m Gf(xa).

a—A

De la relation P,Gf(xa)— Gf(xa) =3t Pf(xa) il résulte que
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LiirAl (P.Gf(xa)— Gf(xa)) = 0.

Sin est assez grand, on peut écrire u" = g.m + Bn avec g € F'(m)etlona

Pnt(xa)—fGf(yxa)gn(y)m(dy)1 =Bl I GfI.

Soit  un représentant borélien de la limite de Gf(xa) suivant 4 dans
o(L~,L"); on a donc

L@ = [somemman| =le116r]
et
|L(x)—Pap(x)| = 2B||B. .

Il en résulte que L = lim, P,¢y donc que L est constante, ce qui entraine que
lim,_a Gf (xa)— Gf (a) =0, donc lim,_.. Gf(xa)— Gf(a) = 0.

Il reste & montrer que cette convergence est uniforme lorsque x décrit un
compact. Pour cela nous utilisons une généralisation du théoréme d’Egoroff
diie 3 Mokobodsky et exposée dans [14] (ch. 1) suivant laquelle on peut trouver
un ensemble compact F de mesure arbitrairement grande sur lequel la

convergence est uniforme; pour tout £ > (0 il existe donc un compact K tel que
pour x € F et a € K°,

|Gf(xa)— Gf(a)|<e.
Ceci entraine que pour x € F et a € FK*
|Gf(a) - Gf(x'a)| <e,
ce qui entraine a son tour que pour x E F,y € F, a € F'FK*,
|Gf(ya) — Gf(x'ya)| <e.

En combinant la premiére et la troisieme inégalité on obtient que pour
x,yEFeta € F'FK‘NK‘=Kcona

|Gf(x"'ya)— Gf(a)| <2e.
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La convergence est uniforme pour x € F~'F mais cet ensemble contient un
voisinage de l'unité et le résultat s’en déduit facilement.

3. Resultats principaux

Dans ce qui suit nous nous servirons uniquement du corollaire 2.3. et de la
proposition 2.4. Tout ensemble d’hypothéses permettant d’obtenir ces résultats
ménerait donc aux mémes conclusions que les ndtres. On remarquera que
I'uniformité du corollaire 2.3. n’est pas nécessaire dans la démonstration du
lemme 3.1. La démonstration de ce lemme rappelle des démonstrations de
Herz [8] et Ornstein [12].

Lemma 3.1. Soitf € Cxets = lim,_a Gf(x) alors pour tout £ >0, il existe
un voisinage V de A tel que pour tout x € V on ait ou bien Gf(x) > s—¢ ou bien
Gf(x™")>s-e.

DEMONSTRATION.  Supposons le résultat faux;il existe donc une >0 tel que
pour tout voisinage V de A on ait des points x dans V tels que

1) Gf(x)<s—¢ et Gf(x ) <s—c¢.

Nous allons construire par récurrence une suite a, = ¢,d,, - *,d., * - - de points
de G ayant la propriété suivante: quel que soit x

I, (x) - Gf(xai)) <s — &2 si i#]
en appelant K; le support de la fonction 7.f (on rappelle que 7.f(x) = f(xa;)).
Comme U, K: est un ensemble compact il résuite de la Prop. 2.4. qu’il
existe un voisinage V, de A tel que pour z € V, on aie

2 supseut_x, |Gf(x2) — Gf(z)| < e /2.

Soit d’autre part un a;, i =< n, fixé, il existe de la méme fagon un voisinage V;
de A tel que pour z € Vj et ¢ EK, on ait

[Gf(éz7'ai)) = Gf(z " 'a))| < e /4;

mais comme xz € K, si et seulement si x appartient au support de 7.f, soit
Supp r.f, ceci équivaut, en remplagant £ par xz, a
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Gf(xai)— Gf(Z_]a.’)I < 8/4

SUPx esuppr.f

Par ailleurs d’aprés le Cor. 2.3, il existe un voisinage Vi C Vi tel que pour
z € Vi on ait

|Gf(z™") - Gf(z ') | < e /4.

Il en résulte que pour z € V,= N Vi, on a pour 1 =i =<n,

(3) Supxesﬂppfzf Gf(Z 71) - Gf(x ai)‘ <e /2

Maintenant d’aprés notre hypothése (1) il existe dans V, N V, un point z tel
que

Gf(z)<s—-eetGf(z)<s —&.
Appelons a.., ce point z particulier. D’aprés (2) on a alors
SUPxeur. i Gf (XGns1) > s — €/2;
d’aprés (3) on a pour x € Supp7.,..f etpouri =1=n
Gf(xa))<s —¢f2.
Le point a,... satisfait donc aux conditions désirées. Il est d’autre part clair
qu’on peut supposer les K; disjoints.
Posons H = U/, K; et soit x, un point tel que
Gf(Xo a)>s — e/4
pour i =1,2,---n; un tel point existe forcément d’aprés le Cor. 2.3. Appelons
p:1 la restriction de la mesure Py (x,,.) 2 K; et soit k un indice i tel que | p; || soit
minimum; on a forcément ||p.| = 1/n. On a alors
S—£ /4 < Gf(X() ak) = PHG('T,;J)(X())
= (s-e/2)(1—=|lpe D+ G [l e Il

ce qui entraine
eld <(|Gfll-s +£/2)In
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et comme n est arbitraire nous avons une contradiction. La démonstration est
compléte.

THEOREME 3.2. L’ensemble {G=*e,x € G} a toujours la mesure nulle
comme valeur d’adhérence. Il a au plus une autre valeur d’adhérence qui est un
multiple de la mesure de Haar.

DeEmMonsTrRATION.  Qu’il y ait la mesure nulle comme valeur d’adhérence est
bien connu. D’autre part si f € Ck, comme

lim G(f) = — lim G(-f)

on voit d’aprés le lemme précédent que pour tout £ > 0 il existe un voisinage V
de A tel que pour x € V on ait

Gf(x)>1im Gf ~— ¢ et Gf(x )< lim Gf + ¢,
ou bien

Gf(x)<lim Gf + & et Gf(x')> lim Gf — &.

Or I'un au moins des deux nombres lim Gf et lim Gf est nul et le résultat
découle alors du Th. 2.2.

REMARQUE 3.3. On constate qu’on a le résultat suivant classique pour les
groupes abéliens: lim, .. Gf (x) Gf(-x) = 0. Ce résultat est également vrai pour
tous les groupes dénombrables; la démonstration de [16] s’étend en effet de
maniére évidente et ne suppose pas le Théoréme de Choquet et Deny. On peut
se demander si ce résultat n’est pas vrai de maniere tout a fait générale.

Comme d’habitude nous poserons:

DerNITION 3.4, La marche X est dite de type I si la mesure nulle est la
seule valeur d’adhérence, elle est dite de type II dans le cas contraire.

Dans le cas des groupes abéliens on sait que les seuls groupes susceptibles de
porter des marches de typell sont les groupes de la forme R@®K ou ZEK ou K
est un groupe compact. Dans le cas général il semble vraisemblable que les
seuls groupes susceptibles de porter une marche de type I sont les extensions
par R ou Z d’un groupe compact.
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Il n’est pas possible de chercher & montrer ce résultat puisque le domaine de
validité du Théoréme de Choquet-Deny n’est pas connu. Nous allons nous
contenter ci-dessous de donner quelques classes de groupe pour lesquelles le
résultat est valable. Dans toute la suite la locution “toutes les marches”
signifiera toutes les marches de loi u étalée et satisfaisant au théoréme de
Choquet-Deny. Nous aurons besoin de la proposition suivante qui se démontre
exactement comme la proposition 5.4.1. de [14].

ProrosiTioN 3.5. Si G contient un sous-groupe ouvert H compactement
engendré et non compact, tel que G[/H soit infini il n’existe pas de marches de
type 11 sur G.

Nous allons appliquer ceci pour montrer brievement comment on peut
retrouver le résultat de Guivarc’h et Keane [7] a ceci prés que nous supposons
u étalée.

On suppose que G est nilpotent et & génération compacte. On appelle K(G) le
sous-groupe compact des éléments compacts de G c’est un sous groupe
distingué de G et d’apres [10] et [11] le groupe G/K(G) est un groupe de Lie a
génération compacte sans torsion, on a alors

THEOREME 3.6. Toutes les marches sur G sont de type I sauf si G/K(G) est
isomorphe a R ou a Z.

DEMONSTRATION.  Observons d’abord que le résultat est vrai pour G s’il 'est
pour G/K(G). En effet si o est Papplication canonique G - G/K(G) on pose
& =o(uw) et si f est une fonction sur G/K(G) on pose f = feg. On vérifie
facilement que

(i *9f) = (u *v,f)
d’ou il résulte avec des notations évidentes, que pour x € G/K(G)
<G * €57 1(x)s f) = <G *Ex’f>’

et le résultat en découle alors facilement.

Posons alors pour simplifier G’ = G/K(G) et soit Gy sa composante connexe
de 'unité. Deux cas se présentent. Si Go est réduit & {e}, le groupe est discret, on
peut faire jouer au centre de G’ le role de H dans la Proposition 3.5. et donc
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toutes les marches sont de type I sauf si G’ est isomorphe 4 Z. Si G; est un sous
groupe ouvert, G'/G} est infini, et dans ce cas la Proposition 3.5. permet de
conclure, ou G'/G} est reduit a e. Si le point a P'infini de G, admet une base de
voisinages connexes le Théoreéme 3.2. entraine que toutes les marches sont de
type I; pour qu’il y ait une marche de type Il il faut donc que Gg, et donc G', soit
isomorphe a R.

Ce dernier argument de connexité permet de donner un résultat analogue
recouvrant partiellement le précédent. D’apres les travaux d’Azencott[1] et leur
généralisation dans [2] le théoreme de Choquet-Deny est valable pour les lois
étalées sur les groupes de type (T) ayant la propriété de points fixes. Ces
groupes sont ainsi caractérisés: si G, est la composante connexe de radical S il
faut que G/G, et G,/S soient compacts et qu'il existe un sous groupe compact K
tel que G/K soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes et tel que si A est I'algebre de Lie de son radical, pour tout X de A,
adaX n’a que des valeurs propres imaginaires pures. Ces groupes sont
unimodulaires, on peut donc leur appliquer les résultats précédents. Par les
mémes méthodes de réduction que précédemment on montrera le

TutorsME 3.7. Si G est un groupe de type (T) ayant la propriété de point
fixe, il ne porte des marches étalées de type II que s’il est isomorphe a
I’extension par R d’un groupe compact.

On voit par exemple que sur les groupes des déplacements du plan ou de
I'espace, il n’existe que des marches de type I.

Note sur épreuves. Depuis la rédaction de cet article il a été montré par
Mme. L. Elie qu’il existait des marches aléatoires sur le groupe resoluble de
dimension 2 pour lesquelles il existait dans le renouvellement des limites non
nulles qui ne sont pas des mesures de Haar.
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